DS n°4 : ED, nombres réels, suites, limites
— Corrigé

Noté sur 115 pts £5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/105.

/15 Exercice 1 : Equations différentielles

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
y' +2y +10y =0
y(0)=0, y'(0)=3

L’équation caractéristique est

/4,5 1) Reésoudre : {

r2+2r +10 =10

Le discriminant de cette équation est A = 4 — 40 = —36 < 0. L’équation
admet donc deux solutions complexes conjuguées :

2460

ry = 5 =—-1£3%

Ainsi les solutions de I'équation y” + 2y' + 10y = 0 sont
y(x) = e *(Acos(3x) + Bsin(3z)) avec A, B € R
Cherchons A, B € R tels que y(0) = 0 et /(0) = 3. Tout d’abord,
Y(0) =0 <= I1x(AXx14+Bx0)=0 < A=0
Ainsi y(z) = e *Bsin(3z). Calculons y'(z) :
y'(z) = —e " Bsin(3z) + 3¢ " B cos(3x)

Donc
y(0)=3 < 0+3B=3 < B=1

Finalement, I'unique solution du probléme de Cauchy est :

‘y(l’) = ¢ “sin(3x) ‘

/2

/8,5

2) a) Reésoudre : 3" — 4y + 4y = 0.
L’équation caractéristique est
7P —dr+4=0

Le discriminant de cette équation est A = 16 — 16 = 0. L’équation admet
donc une racine double (évidente) 1o = 2 et les solutions sont les fonctions
de la forme

‘y(x) = e**(A + Bx) avec A, B € R‘

b) En déduire les solutions de : y" — 4y’ + 4y = ch(2z).

1, 1 5 . .
On remarque que ch(2x) = 562'1’ + 56_2"’. On va appliquer le principe de
superposition.

e On cherche une solution particuliére de y” — 4y’ + 4y = e >*. On pose

yi(z) = Ce ™ avec C' € R

On a alors

i(x) = —20¢* () = 4Ce>

On injecte dans 'équation :

Yl — Ay Ay = e
= 4Ce " 4 8Ce W + 40 =W
+— 16C =1

1

<:>O:1—6

1 ,

Ainsi yy(z) = 1—66’21 est solution particulicre de 3" — 4y + 4y = e 2",

e On cherche une solution particuliere de y” — 4y’ + 4y = **. (Puisque
2 est racine double de r? — 4r +4 = 0) on pose

2()2.’1:

yo(x) = Cxe avec C' € R

On a alors

yh(z) = (2Cz + 2C2?)e* = 2C (2° + ) €™

2
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yy(z) =2C (20 + 1+ 227 + 22) ¥ = 20 (22” + 4w + 1) >
On injecte dans 'équation :
Yy — dyp + 4y = €%
= ™ [2C (2:L'2 +4x +1) — 8C (IL‘2 + )+ 4C:L'2] =%
= 4C2® +8Cx 4 2C — 8Ca? — 8Cx + 4Ca2” = 1
—=20=1

1
—= (C=
2

2

1 . v
Ainsi, y;(2) = 37 %" est solution particuliere de 3" — 4y’ + 4y = €. /2

Par le principe de superposition, une solution particuliére de ¢ —4y/+4y =
ch(2x) est

} 2 2x
e*?[l) + 1x2€21' /4
1 >

Finalement, les solutions de : 3" — 4y' + 4y = ch(2z) sont

1 1 " "
56_2‘1 + ZaneQ“ + 62“"(14 + Bx)

y(x) = avec A, B € R

Exercice 2 : Calcul de limites

Les deuz questions de cet exercice sont indépendantes.
tan(2x)
x

1) Calculer lin}) . En déduire lin%](tan(Qx))(ln x).
T T
On pose f:x — tan(2x). f est dérivable par composée, et pour tout « € Dy,

f(z) =2 (14 tan’(2z)) /4

Alinsi, pour tout x € } —g, % [ \ {0},
tan(2z — f(0 )
o) S0=10) (1) (3

Calculons la seconde limite. Pour tout = € }O, % [, on a

tan(2
(tan(2))(nz) = 2220 (I
tan(2:
r, an(2z) —0> 2 et par ailleurs z In x —0> 0 par croissances comparées. On
€T r— xr—

en déduit que

}Uig(l)(tan@x))(ln x) = 0]

2) a) Déterminer lim (\/a:—Hr—\/E)
r—+00

Soit x > 0.

T+ 7T

r+7T—x

™
SV ETHVT VT r et o]

b -b
b) Montrer que :  Va,b € R sina —sinb = 2 cos (%) sin (a 5 )

, b
Posons, pour simplifer, A = % et B = 3

2 cos (a—i—b) sin <a — b)
2 2

=2cos(A + B)sin(A + B)
=2 (cos Acos B — sin Asin B) (sin A cos B — sin B cos A)
=2cos Asin A cos® B — 2 cos® Acos Bsin B

— 2sin? Asin B cos B + 2sin A cos Asin® B
=sin(2A4) cos® B — cos® Asin(2B) — sin® A cos(2B) + sin(2A) sin? B
=sin(2A4) — sin(2B)

=sina —sinb

¢) En déduire lim (sinvz + 7 —siny/z).
T—+00



Soit € Ry. Par la question 2)b), on a
sin v/Z 7 — sin4/Z = 2cos (\/ﬁ+ x/i) . (@— ﬁ)

Or, par la question 2)a), on a vz +m — —+> 0. Donc
T—+00
Ve+m—y/x

2 r—+00
(ou encore comme siny — 0), on a
y—0

0 et par composition, comme sin est continue en 0

sin ( T ﬁ) 0
2 T—400

Par ailleurs, on a toujours —2 < 2 cos ( < 2. Le produit

Vi+m+x )
2
de ces deux termes tend donc vers 0 :

lim (Sin\/x + 7 — sin ﬁ) =0

T—+00

/5 d) Est-ce que la limite suivante existe : lilf (sin (x +m) —sinx) ? Justifier.
T—+00
On pose pour tout n € N les suites de termes généraux :

s
T, = 2nT — +00 Yp = 2nT — — —— +00

T—+00 2 T—+00

On remarque que

sin (z, + m) —sinz, =sinm —sin0 =0 —— 0

n—r—+00

. . LT i
sin (y, + m) — siny, = sin 5 — sin (—5) =1—-(-1)=2 —= 2
On en déduit que la limite de sin (z 4+ 7) — sinz quand « tend vers 400

ne peut pas exister, par la caractérisation séquentielle de la limite.

/21,5 Exercice 3 : Périodes de 1g
/3 1) Que peut-on dire de la somme de deux rationnels ? Justifier.

5

a

Soit ¢, ¢ deux rationnels. Il existe donc a,a’ € Z et b, b’ € Z* tels que g = 3
a/

et ¢ = 7 Dans ce cas,

= a+a’ _ab +a'b

=y Ty T
Or, il est clair que ab’ + a'b est un entier, et que bb’ est un entier non nul car b
et b le sont. Ainsi, ¢ + ¢ est un rationnel.

/6,5 2) Que peut-on dire de la somme d’un rationnel et d’un irrationnel ? Justifier.

Soit ¢ un rationnel et r un irrationnel. Montrons que ¢ + 7 est irrationnel.
Supposons par I'absurde que g + r est rationnel. Il existe donc a,a’ € Z et
!

a a
bt/ € Z* tels que ¢ = 7 et q+r= 7 Dans ce cas,

ad a

r = +7r)—q=———+

(+r)—g=5—7
et on montre comme & la question précédente que r est rationnel. Contradic-
tion. Donc g + r est irrationnel.

On note f la fonction indicatrice sur Q, ainsi que & I'ensemble des périodes de f :

1 sizeQ

0 sizcR\Q P={T>0|VzeR flz+T)=f(2)}

f:xeRH{

L’objectif est de déterminer 'ensemble &2.
/5 3) On pose Q) =QnN]0,+oo[. Montrer que Q7 C 2.
Soit T" € Q7. Montrons que 7' € &. On a déja T > 0. Ensuite, montrons que
VeeR f(x+T)= f(x). Soit z € R.
e Siz € Q, alors par la question 1, 2+ T € Q. Donc f(x +T)=1= f(x).
e Six € R\ Q, alors par la question 2, z + T € R\ Q. Donc f(z +T) =
0= f(x).

Ainsi, on a bien T € £.

4) On suppose qu'il existe un élément T' € &2 irrationnel. Déduire une contradiction.

/4



Comme T € &, on a en particulier f(T) = f(0). Or, f(0) =1et f(T) =
car T est irrationnel. Contradiction.

/3 5) Que vaut finalement 'ensemble & ?

Montrons que & = Q7. Une inclusion est évidente par la question 3. Montrons
que & C Q. Soit T' e &. Montrons que T'€ Q NRY.

e Comme T € Z,onal >0, ie TR

e Supposons par 'absurde que T' ¢ Q. Alors T € R\ Q, ce qui contredit la
question 4. Ainsi, T' € Q

Finalement, 7" € Q7 , donc & C Q.. En conclusion,

/31,5 Probléme : Pondération binomiale

Soit (an)nen une suite réelle. On définit une suite réelle (a;,),en en posant :  Vn €
1 <~ /n
N a) = on Z ( k‘) aj,.
k=0

n
/1,5 1) Justifier brievement la relation ; <Z> =2"
Par la formule du binome,

Z(Z>_Z(k>1 1k = (14 1) = 2"

k=0 k=0
2) Soit k € N fixeé.
1
/2,5 a) En utilisant la forme exponentielle, montrer que 2—n — 0.
n—-+00
Soit n € N*
k1

ink _ err _ oklnn—nn2 _ en(fln?Jr:‘Tlnn)

on enln2

) Inn k
Or, par croissances comparées, — —— 0. Donc — In 2+ Inn ——
n fl—>+’>o n—-+00

—In2 < 0. Par produit,

k
n <ln2+lnn> — —0
n

n—+00

n(— In 2+% In 71,)

Or, ¢* —— 0. Par composition, e — 0
T——00 n—+00
1 n
5 b) Mont —k! — 1
/ ) Montrer que 5 (k) =

Soit n € N avec n > k.

Ly L
nt A\ k nkf = (n—k)!

1
:ﬁxn(nfl)x...x(nkarl)

n n-—1 n—k+1
=— X .

n n n

X X —
1><(l—1>><(1—2)><...><<1—k_1)
n mn n

Comme k est fixé, on constate que chaque terme de ce produit tend vers

1 n
1. Par produit (d’un nombre fini de termes), kk!( — 1.
n k n—+00

n—+00

1
/3 c) En déduire que 5( )|a | — 0.

Soit n € N avec n > k. Par les questions précédentes,
1 (n n* k' (n lak| ||
%(k)a”_wlxnk(k) TR e Vg =0

3) On suppose que (a,) converge vers 0. Soit & > 0.

N
1
a) Montrer qu'il existe N € N tel que : Vn > N |a;] < ZQ—(Z) la| +

3 - n
/5 o > (k>
k=N+1

| Comme (a,) converge vers 0, il existe N € N tel que

Vn > N la,| < e
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/4,5

Ainsi, pour tout n > N, on a :

i n 1 n
‘an‘:: 2{:2y1<k>(“
k=0 '
EA: 1 (n)a . "L (n)a
- on\ 7. )Yk on\ 7. )%k
k:02 k k:V+12 k
N n
1 /n 1 /n
< Zn< )ak+ ()ak
A:O2 k k:\/+12 k

car |ag| <esik > N+1

N
1/n
b H ! . !
b) Montrer qu’il existe N € N tel que : Vn > N kz_; ﬁ(k) lag| < e.
Par la question 2.c), pour tout k € [0, N], on a

1

1
On en déduit que, par somme E 2}( )|ak| T> 0. En particulier, il
K n—

existe N’ € N tel que pour tout n > N’ Z o (k> lag| < e

¢) En déduire que (a;) converge vers 0.

On pose N” = max(N, N') € N. Soit n > N". Par la question 3.a), on a

N n
. 1 /n € n
P 2 :7 < § :
|an|—»k:02n (k)|ak+'2n (k)

k=N-+1

/5

Par la question 3.b), comme n > N’

i;( >|ak| <e¢

De plus, par la question 1,

1 «— [n 1
—_ < = =1
k=N+1 k

n

€ n .

et donc on (l.) < e. Ainsi, on a
k=N+1 N

laf] <e+e=2¢
Finalement, par arbitraire sur €, on a montré :
Ve>0 IN"eN V¥n>N" lak] < 2e

Cela suffit pour conclure que a;, — 0.
n—+00

4) Soit £ € R. Montrer que si (a,) converge vers ¢, alors (aj,) converge vers £.

On suppose que (a,) converge vers (. Alors la suite (b,),ey de terme général
b, = a, — { converge vers 0. Par ce qui précede, la suite (b)) converge vers 0.

Or,

. 1 " /n
b—22<k>b

k=0

1 < /n
k=0

1 <~ /n 1 <~ /n
o (k>a€X22<k)
k=0 k=0

. *
=a, —/

Comme by — 0, on a également a;, — ¢ — 0. On en conclut que a;, — ¢.

10
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Exercice 4 : Limites supérieure et inférieure d’une suite

Soit (un)nen une suite réelle bornée. Pour tout n € N, on note A, 'ensemble des
termes de cette suite ayant un rang supérieur ou égal a n, c’est-a-dire :

Ay =A{u | k>n}
1) Justifier I'existence des suites (u,)en et (u,, )nen définies par :

vneN ul =supA, u, =infA,

n n

Comme (uy)nen est bornée, il existe M € R tel que pour tout & € N,
|up| < M. En particulier, pour tout n € N, tout élément de I'ensemble A,
est majoré par M et minoré par —M. De plus, A, est non vide car u, € A,.
Enfin, A, est clairement une partie de R car (u,,) est une suite réelle.

insi, A,, admet un rne supérieure et une borne inférieure. On en conclu
Ainsi, A, admet une borne supérieure et une borne inférieure. On en conclut
que u; et u, ont bien un sens.

2) Montrer que : Vn € N A,y C A,.

Soit n € N. Soit z € A,,+1. Montrons que x € A,. Comme x € A,.1, il existe
k>n+41 tel que x = ug. En particulier, on a donc = uy avec k > n, ce qui

montre que x € A,. Finalement, A, .1 C A,.

3) En déduire que (u,') et (u, ) convergent.

+

OnsS . + + —
Montrons que pour tout n € N, on a u,; < u,. Comme u, = supA,, on en

déduit que u,” majore A,. Comme A, ;1 C A,, u; majore également A, ;.

R : . el T + :
Or, u, . est le plus petit des majorants de A, ;. Ainsi, v, ; < u,. La suite
(u,}) est donc décroissante.

Or, (uy) est minorée par —M (défini en question 1), et comme u, € A,, on
a donc pour tout n € N, w > w, > —M. Donc (u;) est décroissante et
minorée : elle converge donc.

De méme, on montre que (u,, ) est croissante et majorée par M donc converge.

4) Montrer que si (u;) et (u,,) convergent vers la méme limite ¢, alors (u,) converge
vers /.

11

/12 5) Montrer que (u,) converge si et seulement si u

Comme u,” = sup A, u, est un majorant de A,. Or, comme u, € A,, on en

. . + A . — P
déduit que w, <wu,. De méme, on a u, < u,. Ainsi
u, <, <upb

De ce fait, si (u,") et (u,) convergent vers la méme limite ¢, alors par en-
cadrement, (u,) converge aussi vers .

+

n =

u, — 0.

On raisonne par double implication.

e Supposons u, —u, — 0. Par la question 3, on sait que (u,") est décrois-
sante, que (u,,) est croissante, et donc (u)) et (u;,) sont adjacentes. Elles
convergent donc vers la méme limite. Par la question 4, on en déduit que
(uy,) converge.

e Réciproquement, supposons que (u,) converge. Notons ¢ = limu,. Mon-
trons que (u;}) et (u;,) tendent vers £. Par ce qui précéde, on sait que (u;)
converge, vers une limite qu’on notera ¢*. Comme on a pour tout n € N,

u, < uf

en passant & la limite, on en déduit que ¢ < ¢*. Supposons par I’absurde
+

que £ < 7. On pose € = . Par définition de w,, — ¢, il existe N € N

tel que pour tout n > N,
lu, — 4] < e
ou encore u, € [{ —¢e, ¢+ ¢]. Comme ceci est vral pour tout n > N, on en
déduit que Ay C [0 — e, 0 + ], donc que
0+

uy <l+e=

Or, (u,") est une suite décroissante, donc on en déduit que

040"
Yn > N ul <uy < +2
040" 040"
En passant a la limite dans u, < * . on trouve (T < + , donc

20" < 0+ (%, ou encore {7 < £. Contradiction (car on a supposé £ < (7).
Ainsi, ¢ < €1 est faux, donc £ < £, Comme on a aussi £ < (1, on en
conclut que £ = £*. De méme, on montre que limu, = ¢. Ainsi,

+

uy —u, +0—0=0

Finalement, on a bien montré ’équivalence.
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